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1 Modelos de Colas Basicos

1. Descripcién de un Modelo de Colas

Clientes, Poblacién, Servidores, Cola.

(a)

(b)

(c) Poblacién: finita/infinita
)

(d) Llegadas: patrén deteminista/aleatorio;
tpos entre llegadas; M llegadas exponenciales;
dependiente.estado-en.masa-impacientes

Elementos Bésicos:

(e) Servicio: s tpo.servicio; pu tasa de servicio; CV?2(s) = Var(s)/(E(s))?,

s.ccte ~ CVZ%(s) = 0; Erlang — k ~ CV?%(s) = 1/k; ewponencial ~
CV?%(s) = 1; Hiperexponencial ~ CV?(s) > 1; servicio estacionario-
dependiente.estado-en.masa

(f) Servidores: c.servidores.idénticos, linéas.espera,

(g) Etapas: multiples-retroalimentacién

(h) Capacidad: ilimitada/limitada; perdidas

(i) Disciplina de cola: FIFO, LIFO, SIFO; RR - PS; clases.prioridad (expulsiva)

(j) Notacién de Kendall: A/B/c/K/m/Z ~
distr.llegadas/distr.servicio/canales/capacidad /poblacién/disciplina.cola

2. Variables Aleatorias y Medidas de Interés: rendimiento estacionario

(a) A nimero de clientes en el sistema 7, = P(A) = lim,—copn(t)
(b) Trabajo Wy =1/u

(c) Intensidad de tréfico r = A\/u = AE(s) = E(s)/E(T)

(d) Uso del servidor p=r/c=A/(cu); p<l;p=1;p>1

(e) Caudal A < min{\,cu}
(f)
()
(h)

f) Tpo sistema W = E(w)
g) Tpo cola q, W, = E(q); w = q+ 53 W =W, + Ws; Fu(t), Fy(t), Fs(t)
h) N clientes sistema L = E(N) = > nm,

A tasa media de llegadas; 7
llegadas estacionario-

(i) N clientes cola Ny = E(Ny); N=Ny;+ Ng; L=L,+ L,

(j) Formulas de Little: L = AW; Ly, = A\W,; Ly = AW,

(k) mn; a, al llegar; b, al salir; si llegadas y servicio son secuenciales a,, = b,
(1) PASTA: 7, = ay,,Vn > 0 (Poisson Arrivals See Time Averages)

2 Modelos de Colas Exponenciales

1. Introduccién a las Colas Exponenciales: M/M

(a) Procesos Markov nacimiento (llegada) y muerte (salida). Estado = N(t)

e 1 An—1,..,A0
(b) E.Equilibrio: w9 = S e Ty, = ﬂoﬁ, n=12,3,...

n=1 pn,...,11

(c) C.Equilibrio: S; =1+ >, % =1/m < o0,

Sy = Zfzo(l/x\nﬂ?:_()l/\i/uiﬂ)oo — g, Vn > ng, An/pn < 1.
2. Modelo M/M/1: un Servidor
(a) \p = A, n=0,1,..., up, = p,m=1,,2..., diagrama de transicién
(b) EE: pm = Amo, Min—1 + pmps1 = A+ p)mp,n > 1

(¢) CE: Sy =37 p" <00, S1=1/A>77 1/p" = o0,
p<1— M/M/1 ergédico

(d) mp=1/S1=1—p, 1 =(1—p)p" ~G(1—p),
Servidor.ocupado P(N = 1) = p, P(N > n) = p"
2
() L =325 0% = oy Lo = gy = L= (1= m0), Ly = 1= = Lo/’
(f) W= E(w) =E(s)/(1 = p), Wy = E(q) = pE(s)/(1 = p), Eglg > 0) = W,
F,t)=1—pe /W t>0, F,(t) =1 —e /W ¢t >0

3. Modelos M/M/1/K: Capacidad K Finita del Sistema
(a) Ap={\n=0,1,..., K—-1;,0,n> K}, p, ={p,n=1,2,...,K;0,n > K}
(b) EE: pm = Ao, Mip—1 + ptng1 = A+ p)mp, A\rx—1 = pumk, ZnK:o T, =1

(c) ’/TTL:(A/N)nﬁvAiuvn:Oalw-wKa
Wn:ﬁ,)\:u,n:(),l,...,l(



_ K K+1
(d) L =AU RO D Nk, L= K/2,A = p

() Ls=1—mp, Lg=L—(1—mp), Ae = A1 —7K), p=AWV =1—m
(f) W=1L/\, WqK: 1Lq//\e, E(qlg > 0) =W, /p, s
Fw(t) =1- Zn:_O QHFP(;LLI)(”)v Fq<t) =1- Zn:_O Qn+1FP(uu)(”)’
n 1e*ﬂ<t 0o NN e KT
Fp(uuy(n) =220 (Mt)il = J, ntr—dx

4. Modelo M /M /ec: ¢ Servidores Paralelos

A =An=0,1,.. pup=nun=12... ¢y, =cu,n>c

EE: pumy = Amo; A1 + (0 + lpmper) = A+ np)m,,1 < n < ¢—1;
AMp—1 + cpimpi1 = (A + cp)mn,n > ¢

c—1 pm re - n
(C) To = [anoﬁ + m} 1; Tn = ToT /nlvn = 0517"'
mor™/(clc™¢),n > ¢

C(c,m) = P(N > ¢) =more/(cl(1 — p))

yC3 T =

() Ly = Cle,r) s, Wy = o'l E(glg > 0) = ooy, W = Wy + W, =
V(1 + SE2), L= AW = cp + Cle,7) 12

(f) Fyt) =1 = C(e,r)e”O=pent; g = L —in(<leP);
Fu(t)=1+ 7Tl_cjifffc’r)e_“t,r #c—1;1—[1+C(e,r)utle M, r=c—1

(g) Dos servidores: my = %, T, = 2p"m, C(2,r) = %7 Ly = 12_,);2’
Wo =528, L= 225, w = £

5. Modelo M /M /oo: Infinitos Servidores

(a) v =A,n=0,1,2,..., up =np,n=0,1,2,...

(b) EE: pm = Amo; A1 + (n+ Dpmpgr = (A +np)m,,n > 1

ne—(A/n)
(¢) N~ P(r=A/p),m, =200 ——

n:

(d) L=XNp,0% =X, Ly=W,=0,W =W, =1/p,w~ s~ Exp(u)

,n=0,1,...

3 Modelos de Colas Avanzados: Redes de Colas

Redes de colas: conjunto de nodos interconectados de forma asincrona y concurrente.
Estructura topoldlogica, trayectorias de los clientes, procesos estocasticos y dinamica
de estados del sistema.

1. Redes Abiertas

(a) Teorema de Burke: el proceso de salidas de clientes de un sistema M/M/c
estable con tasa de llegadas A es un proceso de Poisson de tasa A.

(b) Colas en serie:

i. EE: H2T0,1 = /\71'070;

ATTn_1,0 + p2Tn1 = (A + 11) .05
AT m—1 + 1270, m+1 = (A + 12)T0.m;
>\7Tn71,m + H1Tn4+1,m—1 + KT m+1 = (>\ + 125} + ﬂ?)ﬂ—n,m; Zn,m Tn,m = 1

. Ty, = 71',1L7T3n

iil. =M (1 —A)+ N (2 — N);
W=L/A=1/(p1 = X) +1/(p2 = N);
Wy =W — (11 +1/p2)

(¢) Redes de Jackson Abiertas (R nodos). Teorema:

i. cada nodo i tiene ¢; servidores indénticos con tiempo de servicio expo-
nencial de tasa ;.
ii. los clientes llegan al nodo 7 desde fuera del sistema segiin un proceso de
Poisson de tasa A; y desde otros nodos.
iii. los clientes que salen de un nodo ¢ pasan instantaneamente al nodo j con

probabilidad p;; o abandonan la red con probabilidad 1 — Zle Dij

iv. > A=\ + Zle Ajpij,Vi y 7r(n1, R ,nR) = Hleﬂ'(nj),
donde cada nodo = M/M/c; con tasas A; y p; si Ay < ¢;1;Vi.
V.L:ELZ‘,W:L/Z/\Z‘.
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